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Rbumb-- On definit une fonction de transfert tres gtntrale, reliant le flux transitoire de matiere ou de 
chaleur a la concentration ou a la temperature a la surface dun disque tournant. On expose les bases 
permettant le calcul p&is de la fonction sans dimension correspondante, exprimee sous forme de 
developpements en sbrie de puissances du nombre de Schmidt (ou de Prandtl). Chaque terme de la 
serie est represent6 a son tour par des formules ou tables en fonction de la pulsation operationnelle. 
Cette fonction de transfert peut &tre utilisee pour l’analyse des resultats experimentaux, prkatablement 

transform& par l’integrale de Laplace. 

NOTATIONS zc, zd, 

ui, bi, ci, coefficients des developpements F(e), G(5) 

et H(S); 

c, concentration; 

D, coefficient de diffusion; 

5 frequence; 

F, constante de Faraday; 
F, G. H, vitesses reduites: radiale, tangentielle et 

axiale; 

J, courant Clectrique (rapport6 k l’unitb de 

surface); 

M, fonction de transfert fp. ex. impedance rttduite 
de concentration), equation (28); 

% nombre de charges impliquees dans une 

reaction; 

n,,n-, nombre de charges portees par les ions du 

impedance de concentration,-de diffusion 

convective; 
coefficients du developpement H(z); 
surtension electrochimique; 
coeflkients du developpement de M en ~“‘a”; 
coefficients du developpement de h4 en z”; 

coefficients du developpement de M en p”; 
viscosite cinematique; 
distance rkduite, equation (1); 
fonction reduite, equation (48); 

SC_ U3 (ou Pr-- “‘3); 

frtquence reduite, equation (34); 
coefficients du developpement de A4 en u”; 
vitesse angulaire de rotation. 

1. INTRODUCTION 

m&me signe; LES DISPOSITIFS expkrimentaux a disque tournant sont 
Pr, nombre de Prandtl; souvent utilises pour effectuer des mesures precises, 
r, distance radiale; relatives au transport de mat&e ou de chaleur. En 
s, pulsation operationnelle (parametre de particulier, depuis les travaux de Levitch [ 1,2], l’elec- 

Laplace); trode a disque tournant est devenue un outil de choix 
SC, nombre de Schmidt; permettant d’etudier avec precision certains problemes 
t, temps ; de cinetique Clectrochimique. 
f-, ti. nombre de transport dune espke ionique; Ces dispositifs sont partiGuli~rement indressants 
U, frequence rtduite, equation (36); quand la surface du disque est uniformement accessible, 
v,,~~,t+, composantes de la vitesse en coordontes c’est-a-dire quant le flux considere ne depend pas de 

cylindriques; la distance a l’axe. En toute rigueur, le diametre du 
x, distance reduite, equation (48); disque Ctant fini, il existe un effet de bord, mais 
Xj3 coefficient stoechiometrique de l’espece j; l’erreur qui en resulte est le plus souvent negligeable, 
Y, distance normale au disque; compte tenu de la minceur relative de la couche limite. 
2, distance reduite, equation (35); Pour les mesures Clectrochimiques, l’accessibilk! uni- 
z impedance (ramenee a l’unitt de surface); forme de la surface ne peut, de plus, &tre assume 
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qu‘cn prbsence d’un grand cxds d’klectrolyte support 
131. La prkision dc CL‘S mesures peut. d’autrc part. 
Ztrc amoindrie par its variations de ia concentratic,n 

de Ia substanCe transportke ou par I’ignorancc dei 
cffcts de la rugositi: [4]. 

1-a thkorie de I’&lectrode h disyue tournant, ktablic 

d’ahord pour le rt-gimc stationn~l~rc. a fait par la suite 
I’objct de diverses extensions. en particuiier aux cas oil 
de:, perturbations Plectriques transitoircs sont ilppo-- 
t&s ~ILI proccssus hi-tkrogkne responsable de I‘appari- 
tion d’un transfcrt de matikre par diffusion [5- 131. F:II 
ctYct. les ktudes cn rkgime transitoire sont courantes 
on cinktique ~lcctr(~chimiqLie et I’cxploitation dcs don- 

nCs c~p~rilllcnt~iles nkssitc la connaissance du coni-. 

portement transitoire du pht-nomke de transport dc 
matike. De plus, le rapport de la grandeur transitoirc 

k la grandeur stationnaire correspondante est indbpen- 

dant de la concentration et de l’aire rkactionnelle LX]: 
g&e B l’iiimination des incertitudes sur ces grandeurs. 

on peut espkrer virifier de faGon ph~s prkcise ce rapper1 
que la valeur de la grandeur originale, 

Les perturbations klectriques utiliskes habituelle- 
ment pour les mew-es tlectrochimiques ont. soit la 
forme de sinusoides, soit celle d’kchelons. Dans ic 

premier cas. la rCponse de la celtule peut t3re for- 
muke en termesd’imp~dancecompl~~e. Dans le second 
cas. il &it traditionnel d’effectuer ie traitement thtori- 
quc B I’aide dc la transformatian de Laplacc. pms 

d’analyser la rkponse transitoirc du systkme ktudik ;L 
I’aidc dcs formuics oblenues par la transformation 
in\ crsc, g~n~ralemcnt compliqutcs. 

l.!n modede traiteInent de l’informatio~l. dit mkthodc 
dc l‘imp~dancc opkationnellc. a &k propose par Lcwrt 
et Poirier d’Ang6 d’Orsay [14] dans le cadre dl: I;{ 
cinktique Clectrochimique. mais il s’applique a I’Ctude 
de ~OLIS les syst&mes linitaires. C’e traitement consists: 
;I etkctuer la transformation dc Laplace pour les valeur-5 
s~g~~i~c~lti~es du param re \ (appclti: aussi puls~~t~oil 
[~p~r~~ti~~i~nc~ic). L’cxtrnction dcs paramktrcs cam&- 
ristiques du systkme ktudit- s’opkre alors en comparant 
la fonction de trnnsfert tht’oriquc et la fonction experi- 
mcntalc transform&. comme ii est d’usage en ttlectricite 
~~vcc I’impi-dance complexe. Depuis quc des systkmcs 
d.~Icquisition rapide de don&s numtriques sent 
devcnus facilement disponibles, ce prockdt- prtsentc un 
intkrit indkniable SLW le plan expkrimental [ 151. 

Les metbodes d’imptdancc complexe ou opkration- 
nelle ne sont utilisables que si les perturbations transi- 
toircs. appliqukes autour d’un ttat stationnaire. sent 
d’amplitude sufisammcnt faiblc pour quc le systknc 
t;tudii: puke &tre consid&? comme lit&ire. Mais. iI a 
i;tk montrt- rkemment. dans le cas oil les phCnom&nes 
homog6ncs sent les seuls B influencer la rkponsc 
transitoire de l’&xtrode. que les donni-es obtenues in 
I’aidc dc signaux de prande amplitude peuvent auk 
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certaines conditions a des equations differentielles, non- 
lineaires, dans lesquelles il ne subs&e qu’une seule 
variable: la distance au disque. 

oh les derivees sont prises par rapport a la distance 
reduite 5. 

Von Karman a defini un ensemble de grandeurs 
reduites, sans dimension, representant les trois com- 
posantes de la vitesse, la pression et la distance au 
disque. 

En 1934, Cochran [ 181, ayant remarque des inexacti- 
tudes dans le travail de Von Karman, a propose 
d’exprimer les trois composantes de la vitesse, non 
seufement, comme son predecesseur, par des shies de 
puissances de la distance, satisfaisant aux conditions 
limites B la surface du disque, mais encore par des 
developpements asymptotiques (satisfaisant aux con- 
ditions limites a l’infini) present% sous la forme dune 
serie de puissances d’une fonction exponentielle de la 
distance. Bien que ne disposant pas d’un calculateur 
rapide, Cochran a obtenu d’excelients resultats: son 
erreur maximale ne depassait que de peu 1 pour cent. 

t’elimination de la variable Y resulte de l’approxi- 
mation suivant laquelle le plan du disque est considere 
comme indefini. Cette hypothese est d’autant mieux 
vCfifiCe que le rayon du disque est grand devant 
l’epaisseur de la couche limite hydrodynamique. 

Les conditions limites suivantes peuvent &tre formu- 
lees, dune part, pour la surface du disque (t = 0) et, 
d’autre part, B I’infini : 

F(0) = 0, G(0) = t, H(0) = 0 
F(so) = 0, G(co) = 0. i 

(8) 

Selon Von Karman, ii est possible, du moins en ce 
qui concerne une region liquide proche du disque, de 
remplacer les fonctions F, G et H par des diveloppe- 
ments limit&s de puissances entieres de <: 

Jusqu’a ce jour, la solution la plus exacte du pro- 
bleme de Von Karman a Cte trouvee par Benton [19] 
qui a utilise une methode ne differant que sur quelques 
points de detail de celle proposte dix ans auparavant 
par Fettis [20]. L’originalite de cette mCthode reside 
dans la constatation que le developpement exponentiel 
de Cochran est non seulement utilisable au voisinage 
de I’infim mais qu’il d&it en fait correctement la 
totahte du champ de flux, y compris a la surface m&me 
du disque. 

Dans ces travaux, en raison de la symmetric axiale 
du systeme consider&, on utilise les coordonnees cylin- 
driques polaires (r, (p, y). Le disque est situ& dans le 
plan JI= 0, sa vitesse angulaire de rotation est Q. Un 
liquide de viscositC cinematique v remplit l’espace 
semi-infini des valeurs positives de y. On designe par 
v,, a# et tip les trois composantes, radiale, tangentielle 
et axiale, de la vitesse du &tide. On consid&e, a la 
place de la distance normale Jo, une grandeur sans 
dimension &like B cette derniere par: 

F= a15+a2{“+a393+ (9) 

G = I +b1<+b2~2+b3<3+ (W 

H= C*~2+C3iJ3+ (11) 

dans Iesquels l’absence des termes ao, cg et c1 resulte 
des conditions limites (8) pour t = 0. 

En introduisant ces expressions et celles des fonctions 
d&iv&es correspondantes dans les equations (5))(7) et 
en egalant a zero I’ensemble des termes du meme degre, 
on peut calculer un a un tous les coefficients ai, bi et ci, 
si l’on connaft ul et bl. Nous avons pu exprimer 
l’ensemble de ces coefficients par les relations de recur- 
rence suivantes: 

pour i = 2,3,4, . 

k 
akbi-k-2 --,y 

l-k-1 
ai-kmzbk , 

i 
(12) 

pour i = 3,4; 5. . 

{ = y(Q/v)“2 (1) 

et l’on substitue de meme aux trois composantes de 1a 
vitesse des grandeurs reduites, definies comme suit: 

F(S) = a,(r, y)lrQ (2) 

c(g) = &‘, r)/rQ (3) 

H(e) = vy(jJ)/(vn)“*. (4) 

Grace g ces definitions, l’equation de continuite et 
deux des equations de Navier-Stokes prennent 1a forme 
suivante : 

2 
Ci = - 7 ai_._ Ir pour i = 1,2, 3, 

1 

2F+H‘=O (5) 
F”-I_IF’-F2+G2 = 0 (6) 

Le probleme se ram&e done a calculer a1 et bl. 
Les valeurs les plus precises publiees a ce jour Ctaient 
celles de Rogers et Lance [6]: al = 0.510233 et bI = 
-0,615922. La determination precise du pro@ et de 
l’impedance de concentration pour une electrode a 
disque tournant necessitant une grande precision des 
calculs intermediaires pour eviter f’accumulation des 
erreurs d’arrondi, il nous a paru utile de recalculer 
les valeurs de ces deux coefficients. Pour cela, nous 
avons utilise le m&me pro&de de calcul que Benton, 
ce qui nous a conduit aux valeurs suivantes: 

G”-HG’-2FG = 0 (7 a~ = 0,510232618867 et b, = -0,615922014399 
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et nous a procure cette fois une precision largement 
surabondante. Partant de ces dernieres valeurs. nous 
avons calcule B I’aide de relations de recurrence (12) 

les coefficients Llj. h, et Ci jusqu’a i = 100. Une partic 
de ces resultats est presentee dans le Tableau 1. 

Tableau I. Coefficients hydrodynamiques 

i (1, h, (I ‘/, 

0 osl 1 .o 0.0 I .o 
I 0.5102316 -0.6159220 0.0 -0.817502X 
2 -0.5 0.0 --CL5102326 0.3150848 
3 0,2053073 0.1700775 0.3333333 -~0.0485729 
3 -0,0316133 -0,1095220 -0.1026537 --0.0136269 
5 -0.0085039 0.0410615 0.0126453 0.0107760 
6 0.0062696 -0,0113?29 0.00'8346 -0.0033909 
7 -0.0018017 0.0029979 -0,0017913 0.0005423 
x 0.0002590 -0.0010827 0,0004504 0.0000945 
9 0.0000401 0.0004994 - 0.0OOOS76 ~~ 0.000I 530 

3. COMPORTEMENT STATIONNAIRE D’UN 

SYSTEME A DISQUE TOURNANT 

Le passage du courant electrique a travers une ccllule 

electrolytique s’accompagne de la consommation d’une 
ou de plusieurs especes chimiques et de la production 
d’autres. Ainsi apparaissent au voisinage de chaque 

electrode des gradients de concentration et de potentiel, 
responsables de mouvements moleculaires de diffusion 

et de migration, mouvements qui se superposent a la 
convection, naturelle ou for&e. Les reactions Clectro- 

chimiques apparaissent done comme un type de pro- 

cessus d’interface, createur de gradients de concentra- 
tion, offrant un outil commode pour I’etude des phe- 

nomenes de transport. 
En admettant que la concentration stationnairr C’ 

d’un electrolyte binaire ne depend ni de )I ni de (f, mais 
seulement de la distance normale au disque J., Lcvitch 
[ 1.21 a formule l’equation du transport de matiere dc 

fdcon tres simple: 

dc, 
L‘, = D d?. 

d I’ dj,? 
(13) 

ou D es1 le coefficient de diffusion moleculaire dc 
I’electrolyte. et dont la solution peut Ctre exprimee, 
selon Newman [21] comme suit: 

Le gradient de concentration Q l’interface s’ecrit : 

f15’ 

Par ailleurs. le bilan des charges (pour Ic cas ou seuls 
les ions positifs se dechargent a I’electrode) donne: 

a~t‘c II i representant le nombre de charges portees pal 
les ions du m&me signe. form& par la dissociation 
d’une molecule d’electrolyte ct ti le nombre de trans- 
port de I’espece ionique antagoniste h cellc qui se de.. 
charge (ici anion). En eliminant le gradient de concrn- 
tration entre (15) et (16). on obtient hnalcment. apt-es 

avoir introduit les variables reduites < et H(,‘) definies 
en (I) et (1 1). la relation suivante cntrc Ic courant et 
la concentration b I’interface: 

oti A4 est donne par: 

tandis que SC = v,!D represente le nombre dc Schmidt. 
Le cas de I’absence d’effets de migration se traite dc 

facon similaire. En partant de I’equation dc la diffusion 
convective : 

dc, 
1’, 

d!, 
= D,“? 

d I.? 

dans laquelle cj represente la conccntratron de I’cspecc 

;, chargee ou non, impliquee dans la reaction d’clcc- 
trode, et D; son coefficient de diffusion individuel. on 
arrive a I’expression suivante du courant faradiquc: 

oil SC, = rj:D,. n cst Ic nombre de charges figurant 
dans I’eyuation de la reaction ti’electrodc et ‘\, Ic 
coefficient stoechiometriquc dc I’espece 1. 

L’expression (21) est applicable aussi XL, transport 
de chaleur, a condition de remplacer dans I’expression 
(20) J.x~/MF par le flux thermique, les concentrations f 
par les temperatures aux points consideres et SC,, p:r~ 

le nombrc de Prandtl Pr. 
Le modele consider& ici elimine la contribution dc 

la diffusion radiale. Celle-ci est elfectivement negli- 
geable sur la plus grdnde partie du disyue mais sur lcs 
bords, elle cst du m&me ordre de grandeur que ]:I 
diffusion axiale [22]. Toutcfois. Smyrl et Newman [2i ! 
ant montre recemment pour une electrode 3 rlisque 
placeedans un plan isolant indefini que I’crreur relative 
sur le flux stationnaire. due a I’efl’et de bard. c<t dig 

I’ordre de 1.9 RC 3 4Sc,m ’ ’ oi, Kc c\l le nomhrc C/I. 
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Reynolds. Pour une electrode de diambtre 1 cm tour- 

nant a 10 tours/s, cette erreur est environ 5.10e4 et 

a 100 tours/s 10d4. I1 apparait done raisonnable 

duffiser le modeie du disque unfoldment accessible 
meme pour les etudes de t&s haute precision. 

La valeur de l’integrale M a Cte calculee a l’aide de 
developpements plus ou moins limit&s de la fonction 

H(t) et de l’exponentielle figurant dam (21). Levitch 
[2] s’est content? du premier tetme de H(c) et a trouve 
M = 1,61166r (ou 1: designe SC- ‘13). Gregory et 
Riddiford [24,25] ont tenu compte de deux termes 

supplementaires et ont propose I’expression M= 

1,8052(0,8934+0,316Sc-0~36) qui est exacte a 1 pour 
cent pres pour toute valeur de SC > 250, Newman 
[21, 261 prefere la formule M = ~(1 + 0,298Or + 
0,14S14~2)/0,62048 qui ne s’&zarte de la courbe theori- 

que que de 0,I pour cent au maximum pour 
SC > 100. 

Certaines etudes du transport de mat&e a haute 

temperature, par exemple dans les sels fondus, peuvent 
necessiter la connaissance de la fonction M pour de 
plus faibles valeurs de SC, et les nombres de Prandtl 
intervenant dans les etudes thermiques peuvent m&me 
etre inferieurs a l’unite. Le calcul de cette fonction a 
done ete repris recemment par Liu et Stewart [27] 
qui ont obtenu une serie de cinq termes en r, a laquelle 
ils preferent d’atlleurs la formule suivante, trouvee en 
appliquant le pro&de d’extrapolation d’Aitken: 

M = 1,61173~ +0,4803~‘/( l-0,4870+ 

Le calcul de I’impedance, qui etait I’objet essentiel 
du present travail et qui sera expose ci-aprbs, nous a 
permis incidemment d’obtenir un nombre de termes 
encore plus &eve avec une precision superieure. Nous 
donnons ici une expression limit&e a six termes avec 

six decimales, dont la precision est deja largement 
surabondante pour les etudes du transport de mat&e: 

M = 1,611731~+0,480306r~+0,233931r~ 

+0,113151r4+0,056657~5+0,025537~6+ . . (22) 

En effet, cette formule permet de calauler M avec cinq 
decimales exactes jusqu’a SC zz 30 et avec quatre deci- 

males exactes jusqu’a SC z 10. A l’intention des thermi- 
ciens, nous signalons qu’elle est encore utilisable, avec 
une erreur relative de 10m3, pour les nombres de 
Prandtl allant jusqu’a l’unite. 

Nous avons poursuivi le calcul des coefficients 
jusqu’au trentieme et nous avons compare les sommes 
partielles s aver la valeur h4 = 2,523’7 don&e par 
Sparrow et Gregg [ZS] pour Pr = 1. Nous avons 
constate qu’au dela du sixieme terme, la serie oscille 
autour de sa limite theorique. Les points les plus 
proches de cette limite correspondent a ~6, s,, et s,, 
avecdes precisions relatives respectives de 10e3, 2,10e4 
et 10s4. Au dela du vingtitme terme, la suite diverge. 

La complication du calcul due a l’emploi des series 

S, L et &, rend peu interessant le gain de precision 

qu’elles apportent par rapport a &j; nous n’avons 
done pas jug& utile de reproduire ici les valeurs des 

coefficients correspondants. En revanche, l’adjonction 
du sixitme terme a l’expression don&e par Liu et 

Stewart ameliore la precision pour Pr = 1 d’un ordre 
de grandeur et permet ainsi d’tlargir le domaine 

d’application du developpement. 

4. DETERMINATION DU SPECTRE THE;ORlQUE DE 
LA FONCTION DE TRANSFERT CARACTf3RISTIQUE 

DE LA DIFFUSION CONVECTIVE POUR UN SYSTtME 
ik DISQUE TOURNANT 

Lorsque plusieurs phenomenes interviennent sur 
Mat d’un systeme, l‘etude de son comportement 
stationnajre sous l’effet dune perturbation ne permet 
en general pas de mettre en evidence stparement 

l’mhuence de chacun d’eux. L’etude du comporte- 
rnent transitoire apporte des informations supplemen- 

taires, surtout si les constantes de vitesse sont tres 
diffirentes les unes des autres, et on arrive alors a 
decoupler les ph~nom~nes indecernables a Mat 

stationnaire. 

Si le systeme etudie peut Ctre considere comme 
linealre dans le domame des perturbations uttlisees. 

on peut exprimer les resultats des mesures tlectriques 
en termes d’impedance. La man&e la plus courante 
de relever ie spectre de l’imp~ance d’un systeme 
electrique consiste a mesurer sa reponse permanente 

a une perturbation sinusoYdale et a exprimer les resul- 
tats en fonction de la pulsation du signal perturbateur, 
u) = 2i$ 

Une autre man&e ‘consiste a utiliser une perturba- 
tion de forme quelconque (de preference impulsion- 
nelle) et a enregistrer la reponse du systime en fonction 

du temps. En effectuant le rapport des transformees de 
Laplace de la surtension et du courant transitoires (qui 

peuvent indifferemment jouer le role du signal pertur- 
bateur et de la reponse). 

s 
= 

! a 
Z(s) = r&t)exp( - st) dt/ 

J 
J(t)exp( - st) dt, (23) 

0 I a 

on obtient, en faisant varier le paramkre s, un spectre 
d’impedance operationnelle [ 141 qui presente une 
analogie formelle totale avec celui de l’impedance 
complexe classique [29]. En raison de cette analogie, 
s -., jw, ii est possible d’appeler s pulsation opkation- 
neile [IS]. 

Les resuhats des calculs conduisant aux spectres 
thtoriques de l’impedance de concentration pour une 
electrode a disque tournant ont CtC publies pour la 
premiere fois en 1968 par Coueignoux et Schuhmann 
[8]. Dans ce travail, le problhme est traite en separant 
toute grandeur X variable dans Ie temps, c’est-a-dire 
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le courant J, la surtension q et la ~onceiltration locale 
c. en deux parties: une stationnaire X et une transi- 
toire AX. L’Pquation du transport de mat&e. relative 
au comportement transitoire du systkme, s’krit alors 
dans le domaine transform&: 

et les conditions aux limites sent : 

J’ + ;c. : L’ + c r : J’ = O:J = -,lFD “~ 
?j, 

(25) 

Si i’on nkgiige I’etTet des ph&nomknes interfaciaux. 

on peut exprimer l’imp~dan~e faradique (qui se ritduit 

alors B l’imp&dance de concentration) comme suit: 

Z, = Aq/AJ = ,f’(~)(Ac’AJ),.=,, (‘6) 

otif‘($ dkpend du modkle rkactionnel. 
En dkfinissant les variables sans dimension suivantes: 

li = s.%:fL 1271 

et 

oil < et H(t) reprksentent la distance et la vitessc 
normale, rkduites. dkfinies respectivement en (1) et i I I ). 
Les conditions aux limites s’kcrivent alors: 

La fonction h4(<. SC. IJ) dCcrit done le profil de Ia 
concentration transitoire dans la solution klectrolytl- 
que au voisinage de Mectrode. En posant 5 = 0 dans 

sa for-mule de d~~nit~on (28) et en ~liminant (AcjAJ ): = o 
entre (26) et (28). on constate que la valeur prisc pai- 
M B l’interfacc est proportionnellc B I’impkdance de 

concentration 

ce qui justifie que l’on considkre !24(0, SC. u) comme 
une imp&dance rkduite de concentration. PrCcisons yue 
la fonction M, introduite en (17) et (18) pour le rCgimc 

stationnaire, n’est qu’une valeur particulikre de 

M(0. SC. 0) pour I: = 0. 
L’analogie classique, que nous avons rappel&e pow 

le regime stati~~nnaire. entre le transport de mat&e et 
celui de chaleur, peut se transposer dans certaines 
conditions au cas du rCgime transitoire. Dans un 
problkme de transport de chaleur. M(0, PI, s) de- 
signerait une fonction de transfert obtenue en effectuant 

le rapport cntrc les tr~lnsform~es de Laplace de la 
variation de tcmpkrature sur le disquc et du flux de 
chaleur transitoire. 

D’autres extensions du domaine d’apphcation de la 
fonction ,24. utilisant l’analogie mathkmatique des 

formules fondamentales. peuvent aussi &tre envisagies. 
Une premilre extension cons&emit ti relier la fonction 
M au rapport 

oli Y’ dksignc l’opkrateur transformation de Laplace. 
pour toute fonction .Y qui s’annule a I’infini et oh&i a 

une tquation aux dCrivi_es partieilcs du typo: 

D’autre part. la fonction M pourrait &re I-elike a ia 
valcur du rapport Y~O)~Y’~O) pour toute fonction I qw 

oh&t. avec lit mZme condition itux limitcs. ii 1011 

equation difkentielle du tjpc: 

Dans ccs kquations. D ct in ciksignent des constark?; 
caractkristiques du mod& considCrC et I’). comma: 
prkckdemment. la vitesse axiale du Auide entrain6 par 
un disque tournant dont toute la surface t‘st uniform& 
ment accessible. On voit que la fonction 34 peut &rc 
utilisttc teile queile Cgalement en rkgime stationnaire 
pour des mod&s oii la diffusi~~n convective cst per- 

turb&e par d’autres phknomkncs. par exemple par dea 
rkactions chimiques homogks. 

La dklinition de la frttquence riduite I, donnt”c en 
(27) convient pour lc traitement par la transformation 
de Lapiace et conduit A i’impldance op&ationneiie. 
Dans It‘ cas de l.Lltjiisation de signaua sinusoidaux. 
elle dcvient 

et permet d’esprimer Ies rCsultats en tcrmes d’impi-- 
dance complexe classique. C’est cc dernier cas qui a 
ktt- consid&& dans le travail citi: [Xl. 

Lc syst2me d’kquations (29). (30) n’ayant pas de 

solution analytique rigoureuse. le calcul de A-4(0, SC,. 1’1 
a ktt- effectut numkriquement, par la mkthode des 
difkences finies, pour un certain nombre dc fr& 
quences rkduites et pour trois valeurs du nombre dc 
Schmidt. La determination de I’impkdance poser deb 
\,aleurs de SC et t; queiconquc‘s nkessitait done unc 
double interpolation qui &it peu prkcise a C~LW 
d’une forte variation de M avec SC pour certaincs 

valeurs de I’. 
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Afin de remedier a cet inconvenient, nous avons 

defini de nouvelles variables independantes sans di- 

mension [lo] : 

2 = a;‘“& (35) 

et 

u = a; 2/3*2u (36) 

t representant, comme precedemment, l’inverse de la 
racine cubique du nombre de Schmidt et a1 la premiere 
constante de Von Karman, que now avons calculee 

avec une trb grande precision (voir plus haut). De 
plus, nous avons introduit a ce stade du travail de 
nouveaux coefficients hydrodynamiques Mi correspon- 

dant au developpement suivant de la fonction H(z): 

-H(z) = z2-tC(iz3+CC2z4+ f‘. (37) 

et relies aux coefficients Ci du developpement H(t) par: 

xi = -ci+z /*l’ + 3v3 (38) 

Dans ces conditions, l’equation (29) se transforme en: 

d*M dM OcI __- 
dz2 

l4M + - 1 c(iZiZi + ’ = 0 
dz i=a 

(39) 

et les nouvelles conditions aux limites SOnt : 

z=O:dMjdz= -Ui”3z; Z-+aO:M+O. (40) 

Les valeurs des coefficients ai, calcultes par la 
formule (38) sont indiquees dans le Tableau 1 a la 
suite de celles des coefficients ai, bi et Ci de Von 

Karman. En fait, seulement quelques premieres valeurs 
de c(< nous ont servi dans le travail [lo] et dans la 
suite du present travail. 

Comme dans le travail precedent [8], les calculs de 
M(0, z, u) ont Cte effect&s numeriquement. Les spectres 
obtenus par la resolution de l’equation (39) ne pre- 
sentaient plus qu’une faible distorsion en fonction de 
T et se pretaient done bien a l’interpolation lineaire 
qui pouvait etre effectuee par exemple grap~quement 

[IO, Ill. Bien entendu, une seconde interpolation etait 
toujours necessaire pour connaitre l’impedance pour 
une valeur intermtdiaire de u. 

Dans ce deuxieme travail [lo], nous avons trait& 
parallelement au cas de l’impedance complexe classi- 
que, Cgalement celui de I’impedance operationnelle, 
fonction du parametre de Laplace s. Bien que s puisse 
en principe etre un nombre complexe (a condition 
toutefois que la convergence des integrales (23) soit 
assuree), les seules valeurs de s et de Z(s), interessantes 
dans la pratique sont celles appartenant au domaine 
reel. Dans la suite du present expose, nous nous 
limiterons done a ne considtrer que le cas de l’impe- 
dance operationnelle reelle, le plus simple B traiter. 
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5. SOLUTIONS ANALYTIQUES DE L’EQUATION 
DE L’IMPEDANCE DE CONCENTRATION 

La distribution de concentration a une electrode 

n’est pas toujours determinCe uniquement par le trans- 

port de mat&e. Des phknomenes interfaciaux, dune 
part, et des reactions chimiques homogenes, d’autre 
part, interviennent souvent aussi dans la cinetique du 
processus global. 11s perturbent alors la distribution 

de concentration et introduisent des termes nouveaux, 
parfois couplCs, dans l’expression de l’impedance fara- 

dique. En raison du grand nombre de parametres mis 

simultanement en jeu lorsque le mecanisme de la 
reaction d’tlectrode n’est pas simple, il est impensable 
d’envisager des solutions numeriques semblables a celle 

qui a pu &tre trouvee dans le cas de l’impedance faradi- 
que se reduisant &la seule impedance de concentration. 

En revanche, si l’impkdance de diffusion convective 
Zd pouvait &tre connue sous forme analytique, son 
expression resterait utilisable mCme en presence d’une 
reaction chimique homogene. En effet, il a irte montre 
1301 que, p.ex. pour une reaction du premier ordre 

dont les constantes de vitesse sontgetk et en admettant 
l’egalite des coefftcients de diffusion des especes parti- 
cipant a cette reaction, limp&dance de concentration 

peut s’ecrire: 
- . . . ..___ 

Z,(S) = Z,&)+Zd(s+k+k)k/k (41) 

oii le second terme de droite represente la perturbation 
apportee par la reaction chimique. Des expressions 
semblables, plus compliqukes mais tout aussi utili- 
sables, ont tgalement BtC obtenues pour une r&action 

du second ordre et pour le cas oh les coefficients de 
diffusion sont inegaux [30]. 

On voit qu’en confrontant le spectre experimental 
de l’impedance avec une de ces expressions, ii devient 
possible, dune part, de verifier Ie mecanisme rkaction- 

nel suppose et, d’autre part, de determiner les con- 
stantes de vitesse de la reaction chimique. Cest pour- 

quoi nous nous sommes attach&s B rechercher une 
solution sous forme analytique de l’bquation (39). Dans 
l’impossibilit~ de trouver une solution rigoreuse, celle-ci 
ne pouvait bien entendu &re qu’approchke, ceci Ctant 
d’ailleurs sans inconvknient, dans la mesure oi rap- 

proximation resultante pourrait Ctre aussi bonne que 
celle obtenue dam la resolution du probleme specifi- 

quement hydrodynamique du disque tournant. 
Dans une premikre phase, nous avons essayk d’ex- 

primer l’impedance reduite sous la forme d’une s&e 
double, 

M(O,t,u)= i f K~,“TV (42) 
m=i n=0 

qui, avec un nombre raisonnable de termes (p et q 
Ctant p.ex. inferieurs a lo), permettrait de calculer M 
pour toute valeur de z et de U. Notre pro&dC de 



r&solution cons&e B introduire ia sCrie (42) dans Its 
equations (39) et (40). Grke B un changement de 
variable approprik, on obtient finalement Ie systbme 
de relations de recurrence suivant: 

A,,,(Z)= 

A m,n = 0 (m f 1. li < 0) ct B, ,,) z-_ i 

qui permet de calculer. B I’aide de la formule 

0 K,,, = -- .A,,,,,(O)cr , 1.1 
144) 

un tableau de kE.n aussi grand yue I’on d&ire, puisqw 
lcs coefikients zi et aI sent connus avec une trQ grande 

pr6cision. Les calculs ant &k cffectu~s en double 
pr&zision jusqu’8 1)~ = 20 et II = 25. line partie des 
rt‘sult;its obtenus est r&umi- dans le Tableau 2. 

on s’aper$oit que la stkie en II” ne peut converger quc 
si 11 reste suffisamment petit. D&j&, pour fi = 0,6, ii faut 
prendre 4 = 16 pour assurer cinq dPcimales exactrs 
dans le r&&at. Le nombre de termeh augmcnte ra pi&- 

mrnt lorsque u s’approche de I. puis I;r s&l-k ditergc. 
Nkanmoins. ayanl constatk que lo rapport ij, ‘$,, 

approche rapidement une limite bien d&fink (tendant 

vcrs --0.X06 pour Sc .-+ x,). nous avo~w profit6 de cctrc 
propriktt de la s&e pour n’en calculer yuc quelyucs 
premiers termes, en remplaCant tous les autres par un 

rcrme correcti~ Cgal B la Iimite pour li -.+ I d‘une 
s&k gComltrique commenpnt par $fi, !. t’eci donut 

M(0,r.u) = i ~,14”-kljlq+,IP” (I -. ‘“y” ii). 
PI = 0 I[/$ / 

iilc‘C q 2 ; Ci’i 

Cetle formuie assure une prkision rne~lkure quc 
10 s jusqu’ci II = 2 ou jusqu’h II = 3 ci I’on se contentc 

de yuatre d&males dans le rksultat. 

0 I.61173 0.4803 I Il.23393 (I,1 1315 13.05666 
I -0,WYSh -O.YWl ~ 0.81300 O.62755 -0.46371 
, 

; 
0.7827Y I.29444 1,56634 I,62279 l-54029 

-0,62779 ~ 1.479')' --2.32502 _ 2.99751 ~~ 3.4375x 
4 0,50550 1.54882 2.98926 4.59244 h,iN99 
5 - 53.40735 - 1,5x23 - 3.51408 -6.25426 -9.52577 
6 0.32831 I,47043 3.X8766 7.85705 13,40889 
7 --0.X461 ~ 1.37239 m-4.11665 ---9.30723 -- 17,57650 
H 0.3 1317 I,25705 4.21728 10.54237 21.81480 
Y - 0.17 i YO - 1,13480 - 4.20999 - Il.52735 -25.92797 

SW la premikre ligne de cc tableau. on trouve les 
coefficients K& du terme fondamental de l’impkdance. 
indkpendant de la frbquence. Pour ce terme. corw 
spondant aux conditions stationnaircs du courant 
continu, Ja skrie en 7’” converge rapidcment. Quant 
aux autres termes, its convergent de plus cn plus 
Ientement au fur et B mesure que FI augmente. leur 
convergence &ant assur& essentiellement par ie fair 
quc T est un nombre petit (infirieur a O,2 pour les 
ilectrolytes usuels). Ainsi, pour une valeur de 7 donnk 
on peut calculer une suite de coefficients J/ 

". 29123927 
19.47270 
SO.67607 

Notre seconde tentative d’expnmer I’impkdancc par 

une s&e de puissances de la frkquence avait pour but 
dc couvrir le domaine des frkquences UevCes oh les 

dkveloppements prtckdents ne peuvcnt etre utilisk 
La tnkthode de rirsolution que nous awns employ&e 
consistait i dormer B Equation (39) une forme telle 
que seul !e terme comportant la dkrivk premikre de 3g 
dCpende de ia frkquence. Ceci a pu Ctre obtenu grkce 
au changement de variables suivant : 

correspondant B des puissances croissantes de ia avw les conditions aux limites 
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Ce systeme peut Ctre resolu, terme apres terme, par 
une voie entierement analytique. Les expressions ob- 

tenues pour les sept premieres fonctions p(0, z) sont 

extremement simples : 

&j = -2a27’; & = &-ga373. (52) 

Les termes suivants ne presentent pas d’intCr&t car 
la serie (49) a un rayon de convergence voisin de 
p = 0,3 (u z 9). Le nombre de termes ntcessaires pour 
assurer une precision de 10m5 ne d&passe d’ailleurs 

jamais quatre (les termes en p* et p3 Ctant nuls et le 
terme en p6 negligeable). On voit qu’il nest pas possible 
de recouvrir a l’aide de ce procede toute la region ne 
pouvant pas etre trait&e par le developpement pre- 
cedant, valable en basse frequence. 

Pour combler l’intervalle restant de frtquences, nous 

avons exploite le fait, signale plus haut, que l’impe- 

dance exprimee sous la forme d’une serie de puissances 

de T, 

M(O)= i I&y, (53) 
VI=0 

converge tres vite pour les valeurs usuelles de t 
(SC > 100) et peut Ctre calculee a l’aide de quelques 

termes seulement. 
Nous avons construit une solution P de l’equation 

differentielle (39) sous forme d’un developpement en 
serie. Cette solution ne r&pond pas aux conditions aux 
limites mais se calcule simplement a partir des con- 

ditions M(0) = 1 et aM/az(O) = 0. On dispose ainsi des 
fonctions auxiliaires P,(z) telles que 

P(z) = f Pm(Z)Zrn 
m=l 

Introduisant 

M(z) = P(z)X(z) (55) 

dans l’equation (39) et utilisant le fait que P est une 
solution. on trouve: 

Pdd,l+Z$~iz'P~ i a,7mzm =O. (56) 
m 0 

La fonction X(z) se calcule facilement a l’aide de deux 
quadratures et l’on obtient : 

M(0) = Ja: P,‘exp(-&.,rG 

-a27 
2Z5 

-- . . . 
5 > 

dz (57) 

Developpant en serie les exponentielles suivant les 
puissances de r et effectuant la division des polynomes 

ainsi obtenus, on est conduit a calculer des integrales 

du type: 

s 

OD 
/l,(u) = u;1'3 &,(z)P;‘(z)exp (58) 

0 

oh S et P sont des fonctions analytiques de z et des 
coefficients hydrodynamiques a. Les expressions des 
trois premiers termes S, sont relativement simples: 

2Pz c(iz4 
S, = 1; sz = -x-7; 

2P3 3Pz c(iz4 azz5 atz” 
(59) 

s3=-p+p:+2p-5+32' 

1 1 

mais leur complexite s’accentue trb rapidement au fur 

et a mesure que m augmente. Les fonctions P,(z) 
dependent a leur tour des coefficients a. En effet, elles 

s’expriment par 

P- fll- 1 pm,kr 
k=O 

les coefficients pm,k se deduisant les uns des autres a 

l’aide de la relation de recurrence suivante: 

pm,k = uz’pn,,k- 2 
[ 

k-2 

- izoai(k-i-3)zi+3p,,-i,k-i-3 Ii k(k-1) (61) 

avec 

Pl.0 = 1; pm,0 = O(m # 1); pm,l = 0. (64 

La serie (60) converge tres lentement, le nombre de 

termes r, necessaire pour assurer une precision suffi- 
Sante sur P,,, Ctant de l’ordre de 100 a 250 en fonction 

de M et z. 
Bien que concue pour combler le domaine de fre- 

quence inexploitable par les developpements prece- 

dents, cette methode permet de calculer les coefficients 
I pour toutes les valeurs de frequence, de zero a l’infini. 
Dans le Tableau 3, nous avons fait figurer les trois 
premiers coefficients 1 dont la connaissance est suffi- 
Sante pour calculer par la formule (53) l’impedance M 
pour des valeurs de u comprises entre 3 et 9. 

Les valeurs intermediaires, ne figurant pas explicite- 

ment dans ce tableau, peuvent Ctre facilement trouvees 
avec quatre decimales exactes par une simple inter- 
polation lineaire. Enfin, pour les valeurs de u situees 
en dehors du domaine couvert par ce tableau, l’impe- 
dance est calculable directement par les formules (42), 
(45) et (47) ou par les formules (51) et (52) selon le cas. 



lableau 3. Coefficients f., dans le developpement de A4 en I”~ 

10’; , I OJi 3 

6904 
6X05 
671 I 
6620 
6532 
644X 
6367 

678’) 
6213 
6141 
6070 
6002 
5936 
ix72 
5x10 
5750 
5691 
5635 
‘580 
5531 

5375 

Ce travail nous a permis d’exprimcr la fonction de 
transfert qui relic le flux et la concentration transitoires 

d’une substance tlectroactive B la surface d’une Alec- 
trode a disque tournant. Cette fonction de transfert 
est proportionnelle B I’impkdance de concentration si 
la surface du disque est le siege d’une r&action Clectro- 
chimique mais. de fapn beaucoup plus gCnCrale. elk 

peut servir aussi B traitcr d’autres problbmes de 
transport de matikre ou de chaleur. 

Elle est donnke sous forme d’un dkveloppement en 
skrie en SC ’ ‘3 (OLI Pr-~ I,“) dont chaque coefficient est 

Bson tour fonction d’une autre variable sans dimension 
(pulsation opkrationnelle s dans notre traitement). 

Cette fonction est applicable dans les limites de validiti 
de I’hypothkse fondamentale suivant laquelle la surface 
du disque est uniformCment accessible. A cette seule 
condition, d’ailleurs peu restreignante [23], les formules 
et les tables que nous prksentons ici permettent de 
traiter les problkmes variCs d&finis plus haut. Ces I-C- 
sultats fournissent une prkision bien supkrieure zi cellr 
qui rksulte des traitements prkkdents relatifs B ce type 
de problkmes, du moins pour les nombres de Schmidt 
ou de Prandtl supkrieurs B IO environ. En particulier. 
nous voulons insister sur le fait que i’applicabihtit de 

nos travaux n’est pas limit&e par I’approximation 

souvent utilisCe, qui consiste h ne retenir quc le 

premier terme du dtveloppement en z. 

Remarquons enfin que, pour utiliser pratiquement 
la fonction de transfert dkfinie plus haut, on est 
astreint B effectuer la transformation de Laplace des 
rksultats expkrimentaux eux-mCmes. Ce pro&d6 est 

1, 

5.0 

5.2 
5.4 

.>.h 
53 

6.0 
6.2 

(I.-i 

6.6 
6.X 
7.0 
:, 
7’; 

76 
-.s 
X.0 
X.2 
X.-i 
S.6 
S.h 
Y (J 

I 04i 1 1o”i.z 

5475 61 
i375 56 
52x I 51 
5lYI 37 
5105 43 
5024 40 
4946 37 

4X7? 35 
4x0 I 32 
4732 30 
4667 2X 
4604 26 
1544 23 
13X6 73 
I430 22 
1376 20 
-1324 1 9 
-I274 IX 
327.1 I: 
117’) I h 
413.3 IS 

d’ailleurs ie seul qui permette d’analyser les rksultats 
obtenus h I-aide de signaux perturbateurs de forme 

quelconque et, en particulicr, lorsque les signaux utilisks 

sont distordus par rapport B la forme mathkmatique 
d&sir&e. II sufit alors d’enregistrer, puis de transformer 
h la fois le signal ct la rkponse [14]. Des enregistreurs 
numkriques ;I mkmoires de haute performance &tan1 
actuellement disponibles sur le march& I’emploi de ce 
pro&d& devrait SC gtntraliser dans les ktudes relatives 
au transport de matikrc ou de chaleur. en particulier 
en cinktique tYectrochimique. 

R~,~tlc~cicr,l[~~~r.c Les autcurs remercient Mme H. Panko\*- 
ska ainsi yue MM. R. Rudelle et G. Warion pour la 
collaboration technique qu’ils ont appol-lee dans la pro- 
grammation et I’exCcution des calculs. 
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AN ANALYSIS OF TRANSIENT TRANSPORT ON A ROTATING DlSK 
FOR CONSTANT LAMINAR HYDRODYNAMIC FLOW 

AbstractPA very general transfer function is defined, relating the transient flow of matter to the cun- 
centration, or of heat to the temp~ratu~, at the surface of a rotating disk. The bases for the precise 
calctiation of the ~orr~pond~~ dimensionless function are described. This function is given as a power 
series of the Schmidt {or Praadtl) number. Each term of the series is individually available from 
formulae or tables, as functions of the operational pulsatance. This transfer function may be used to 

anatyse experimental results previously transformed by the Laplace integral. 

EINE ANALYSE DES ZEITLICHEN TRANSPORTES AN EfNER 
RUTIEREND~N SCHEIBE FOR EINEN H~DRO~~NA~IS~H 

~AMINA~~N UND STATI~N~REN ZLJSTAND 

Znsammenfassung~~-Es wird eine s&r allgemeine tjberfiihrungsfunktion dehniert, die die zeitliche Stoff- 
oder Wlrmestrotnung mit der Konzentration oder der Temperatur an der Oberfllche einer rotierenden 
Scheibe verbindet, Die Grundlagen der genauen Berechnung der entsprechenden dimensionslosen 
Funktion werden beschreiben. Diese Funktion wird durch eine Potenzreihe der Schmidt- oder Prandtl-Zahl 
ausgedriickt. Cedes Glied der R&e wird mit Hilfe von Formein odder tabeIia~s~h als Funktiou des 
tapla~eschen Parameters gegehen. 5iese ~b~r~hrun~sfu~tion kann %r die Analyse her experimenrehen 

Ergebnisse beniitd werdcn, sufem dieae einer LapEa~~-Transformation unterworien wxrien, 
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MCCJIEIIOBAHME HECTAUMOHAPHOI~O TEflJO- M MACCOflEPEHOCA OKOJIO 
BPAll~kiOIliErOCR DMCKA nPM JIAMMHAPHOM CTAUMOHAPHOM PEXIKlilMt- 

TEqEHMR NKM,QKOCTM 


